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0. はじめに
本講義の目的は進化ゲーム理論の教科書的な存在で

あるWeibull [23] を基礎として, 進化ゲーム理論を簡
潔に解説することである.

本講義ではまず, 第 1節で非協力ゲームを取り上げ,

第 2節で, 進化ゲーム理論の均衡概念を, 最後に, 進化
プロセスを説明することができるReplicator方程式に
ついて取り上げる.

進化ゲーム理論に関連した文献を紹介する. まず古
典としてMaynard Smith [14], Axelrod [1]が挙げられ
る. 次にWeibull [23]の以外の教科書的な存在として,

Hofbauer and Sigmund [8] は数理生物学向きであり,

Vega-Redondo [22], Samuelson [19] は経済学向きであ

る. また個別具体的なテーマに絞った Fudenberg and

Levine [5], Young [24]がある. さらにはより直感的な
ことを学びたい人のためには, 社会学者により書かれた
石原, 金井 [9], 大浦 [17] に目を通されたい.

また (進化)ゲーム理論を勉強する際には, 位相数学
(トポロジー)の知識が不可欠である. ゲーム理論に必
要な基本的な事項を解説している良書として, 丸山 [12]

を挙げておく.

1. 非協力ゲーム理論
この節では非協力ゲーム理論を取り上げる. ここで

はWeibull [23]の第 1章に対応している.

1.1 準備 : 戦略形ゲーム, 混合拡大

1.1.では戦略形ゲームを定式化している. まとめる
と, 次のようなことを言っている.

定義. 戦略形 (strategic form)n 人ゲームとは次の要
素の組によって定義される.

(1.1) G =
(

N, {Si}i∈N , {fi}i∈N

)

ここで, (i) N = {1, 2, · · · , n}はプレイヤーの集合, (ii)

Siはプレイヤー i の選択可能な行動あるいは戦略の集
合, また全員の手は戦略セット~s = s1, · · · , snと表記す
る. (iii) fiは直積集合 ~S = S1 × · · ·×Sn から実数への
可測関数であり, プレイヤー iの利得関数を表す. ——

このゲームは次のようにプレイされる. すべてのプ
レイヤー 1, · · · , nは他のプレイヤーの選択を知らずに
それぞれの戦略 s1 ∈ S1, · · · , sn ∈ Sn を選択する. つ
まり独立性の仮定がある. そのゲームの結果, プレイ
ヤー iは利得 fi(~s)を得る. またこのような戦略 si を
プレイヤー iの純粋戦略(pure strategy) という.

仮定. 戦略 qi, i = 1, · · · , nは独立(independent) であ
るとする. ——

仮定. ∀i, Siは可分完備距離空間である. ——

仮定. ∀i, fi : ~s → R は有界連続関数である. ——

仮定. プレイヤーの目的は自己の利得最大化である.

——

仮定. 共有知識(common knowledge): プレイヤー全員
は自分に関してはもちろん, プレイヤー全員の利得関数
を知っている. ——

1.1.1, 1.1.2 ではある確率分布に従って選択を行う戦

略である混合戦略のことを取り上げている. 先ほどの
戦略形ゲームにおいて, 各主体が混合戦略をとる場合を
考慮に入れたゲームを混合拡大という.

定義. 戦略形 n 人ゲーム G の混合拡大(mixed exten-

sion) とは, 次の要素の組で定義される.

(1.2) G∗ =
(

N, {Qi}i∈N , {Fi}i∈N

)

ここで, (i) N = {1, 2, · · · , n} はプレイヤーの集合,

(ii) Qi は Si 上の確率分布の全体であり, Si 上の確
率分布 qi をプレイヤー iの混合戦略(mixed strategy)

といい, 確率変数1)を表している. また確率ベクトル

~q = q1, · · · , qn と表記する. (iii) Fi は直積集合 ~Q =

Q1 × · · · ×Qn 上の実数値関数であり, 次のように定義
される.

(1.3) Fi(~q) =

∫

~Q

fi(~s)dµ(~s)

ここで µは ~qの分布である. また Fi(~q)をプレイヤー i

の期待利得関数(expected payoff function) という. ま

1)形式的には可測空間 (Ω, Si)(ただし Ω は空間, Si を空間 Ω の
部分集合の σ-加法族とする) 上の Si を定義域とする実数値関数 qi

が確率変数となっていることを表している.



た期待利得関数のセットを ~F = F1, · · · , Fn と表記す
る. ——

1.2 準備 : 支配, 最適応答

1.2では支配戦略と最適反応に関しての定義が書か
れている. まず支配戦略について定義する. ここで単

位単体 ∆i =
{

xi ∈ Rmi

+ :

mi
∑

h=1

xih = 1
}

, 混合戦略の空

間 Θ = ×i∈I∆i とする.

定義 1.1 yi ∈ ∆i が xi ∈ ∆i を弱支配する(weakly

dominate)とは,すべての z ∈ Θについて ui(yi, z−i) ≥

ui(xi, z−i), かつ, ある z ∈ Θ については狭義の不等
号が成り立つときである. ある戦略 xi が支配されな
い(undominated)戦略であるとは, このような戦略 yi

が存在しないときをいう. ——

定義 1.2 yi ∈ ∆i が xi ∈ ∆i を強支配する(strict

dominate)とは,すべての z ∈ Θについて ui(yi, z−i) >

ui(xi, z−i) となるときをいう.

定義. ゲームG∗ =
(

N, {Qi}i∈N , {Fi}i∈N

)

の実現可能
集合(feasible set) U は, 次のように定義される.

U =
{

~F (~q)
∣

∣ ~q ∈ ~Q
}

——

定義. プレイヤー iの戦略 qi ∈ Qiが他の n− 1人のプ
レイヤーの戦略の組 q−i = (q1, · · · , qi−1, qi+1, · · · , qn)

に対する最適応答(best response)であるとは,

(1.4) Fi(qi, q−i) = max
ri∈Qi

Fi(ri, q−i)

であるときをいう. 戦略の組 q−iに対するプレイヤー i

の最適応答の全体を, Bi(q−i)とおく. ——

注意. 写像Bi(q−i)は直積集合Q1×· · ·×Qi−1×Qi+1×

· · ·×Qn から集合Qj への点対集合写像となり,プレイ
ヤー iの最適応答対応(best response correspondence)

と呼ばれる. ——

1.3 Nash 均衡

この 1.3では, Nash均衡の定義と存在証明について
である.

定義 1.3戦略形 n人ゲームG∗において,プレイヤーの
戦略の組~q∗ = (q∗1 , · · · , q∗n)がNash均衡点(equilibrium)

であるとは, すべてのプレイヤー i(= 1, · · · , n)に対し

て戦略 q∗i が他のプレイヤーの戦略の組 q∗
−i に対する

最適応答であるときをいう. ——

この Nash均衡には 2通りの解釈が存在する. Nash

の博士論文 [11]には, 1つ目が合理的な人間が行った
ゲームの結果, その戦略を採用し, それを変更させる誘

因がないものを言う. 2つ目がMass-Action(質量作用)

という見方で, 先ほどのような合理性を仮定しなくと
も,あるゲームに参加している多くの主体の相互作用を
考察し, その結果として平均的に採用する戦略をNash

均衡とした. よってこの第 2番目の見方が主に進化ゲー
ム理論で使われている Nash均衡に該当する.

ここで戦略の組 ~qに対して, 集合 B(q) = B1(q−1) ×

· · · × Bn(q−n) とする.

定理. ゲームG∗において混合戦略の組~q∗ = (q∗1 , · · · , q∗n)

が Nash均衡点であるための必要十分条件は次が成り
立つことである.

(1.5) ~q∗ ∈ B(q∗) ——

証明 均衡点の定義から示せる. �

定理 1.1 ゲーム G∗ において, 混合戦略の範囲で少な
くとも 1つの Nash均衡点が存在する. ——

証明 最適応答対応が次の角谷の不動点定理の条件を満
たすことを示せばよい.

(1) プレイヤー iの純粋戦略の数を mi とすると, プ
レイヤー iの混合戦略の集合Qiはmi次元ユークリッ
ド空間の (mi−1)次元単体であり,コンパクトな凸部分
集合である. したがって, 直積空間 Q = Q1 × · · · ×Qn

も m = m1 + · · ·+ mn 次元ユークリッド空間のコンパ
クトな凸部分集合となる.

(2) プレイヤー iの期待利得関数 Fi(q1, · · · , qn)は連
続で変数 qiに関して線形な関数だから, 他のプレイヤー
の戦略の組 q−i に対するプレイヤー iの最適応答の集
合 Bi(q−i) は Qiの非空な凸部分集合となる.

したがって, 全ての混合戦略の組 q = (q1, · · · , qn) ∈

Q に対して,

B(q) = B1(q−1) × · · · × Bn(q−n)

も非空な凸部分集合となる.

(3) 直積集合 Q = Q1 × · · · × Qn 内の 2つの点列
{qν = (qν

1 , · · · , qν
n)}∞v=1 と {q−ν = (q−ν

1 , · · · , q−ν
n )}∞v=1

に対して,

q−ν ∈ B(qν), ν = 1, 2, · · ·

qν → qO, q−ν → q−O (v → ∞)
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とする.

このとき,ゲームの最適応答対応 B(·)の定義より,全
てのプレイヤー i(= 1, · · · , n)の任意の混合戦略 ti ∈ Qi

に対して,

Fi(q
−v
i , qv

−i) ≥ Fi(ti, q
v
−i)

が成立する. この両辺で v → ∞ とすると, 期待利得関
数 Fi(qi, q−i) の連続性より,

Fi(q
−O
i , qO

−i) ≥ Fi(ti, q
O
−i)

がいえる. ti は Qi の任意の元だから, q−O
i ∈ Bi(q

O
−i)

(i = 1, · · · , n) である. ゆえに, q−O ∈ B(qO) である.

�

定理. (角谷の不動点定理2)) S を可分完備距離空間の
非空, コンパクト, 凸集合とし, F (·)を Sから Sへの点

対集合写像で, 次の 2条件を満たすとする.

(i) すべての x ∈ Sに対して F (x)は S の非空な凸部
分集合である.

(ii) S 内の任意の点列
{

xν

}∞

ν=1
と
{

yν

}∞

ν=1
に対し

て,

yν ∈ F (xν), ν = 1, 2, · · · , xν → xO,yν → yO (ν →

∞)ならば, yO ∈ F (xO) である.

このとき, x∗ ∈ F (x∗) となる写像 F (·) の不動点 x∗

が少なくとも 1つ存在する. ——

1.4 Nash 均衡の精緻化

ここでは 2つの定義を紹介する. 1つ目は Selten [20]

が提案した完全という概念, 2つ目は Myerson [15]が

提案したプロパーという概念である. ここで摂動ゲー
ムを G(µ) = (I, Θ(µ), u), ただし Θ(µ) = ×n

i=1∆i(µ)

int (Θ), また Nash均衡の集合を ΘNE とする.

定義 1.4 x ∈ ΘNE が完全(perfect)であるとは, 摂動
ゲームのある列 {G(µt)}µt→0 に対して, xt → x とな
るプロファイル xt ∈ ΘNE(µt) が存在するときをいう.

ここでは完全 Nash均衡の集合を ΘPE と書くと, 次の
命題が得られる.

命題 1.3 任意の (有限)ゲームに対し, ΘPE 6= ∅.

証明 任意の列 {G(µt)}µt→0 に対し,各 tについて xt ∈

2)原論文 Kakutani [10] では Rl の場合だけが扱われているが,
ここではより一般的に可分完備距離空間の場合を考える.

ΘNE(µt) とする. {xt}∞t=1 はコンパクト集合 Θ の列だ
から, 収束する部分列 {ys}∞s=1 を持ち, その極限 x∗ は
x∗ ∈ Θ. 各 sに対し, G(µs)は対応する摂動ゲームで

ある. 連続性による通常の論法により, x∗ ∈ ΘNE . さ
らに, ys → x∗ かつ, すべての sに対し ys ∈ ΘNE(µs)

なので, x∗ は完全である. �

命題 1.4 任意の x ∈ ΘPE は支配されない. 2人ゲーム
では, x ∈ ΘNE が支配されないならば, x ∈ ΘPE .

証明 van Damme [4]を参照されたい.

上記の完全性の基準は, ある摂動に関してのみ頑健性を
要求するが, この摂動が何らかの意味で合理的なもので
あるという条件は課していない. Myerson [15]は, この

点に関してより厳しい頑健性の基準を提案した. その
考え方が要求するのは, より費用のかからない誤りよ
り,より費用のかかる誤りの方が起こりやすくはないと
いうような, ある摂動に対する頑健性である. 例えばプ
レーヤーはあたかも損害の小さな誤りよりも損害の大
きい誤りをより警戒するかのようにふるまうであろう
と考えるのである.

ある ε > 0を与えたとき, 戦略プロファイル y ∈ int

(Θ) が ε−プロパー (ε−proper) であるとは,

(1.27) ui(e
h
i , y−i) < ui(e

k
i , y−i) ⇒ yih ≤ εyik.

が成り立つときをいう.

任意の内部Nash均衡 y ∈ ΘNE において, 各プレイ
ヤー iのすべての純粋戦略が, yに対して同じ (最大)利
得をもたらすので, 任意の ε > 0について ε−プロパー
である.

定義 1.5 x ∈ ΘNE がプロパー(proper)であるとは, あ
る列 εt → 0に対して, y(εt) → x が存在するときをい
う.

全ての内部の Nash均衡 x はプロパーである. Myer-

son [15] はプロパー均衡が常に存在し, かつどのプロ
パー Nash均衡も完全であることを示した.

2. 進化的安定性基準
この節では進化ゲーム理論における均衡概念を取り

上げる. ここでは主にWeibull [23]の第 2章に対応し
ている. ここ節の内容は van Damme [4] が詳しい.
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2.1 進化的安定戦略

まず進化ゲーム理論解概念として最も重要なMay-

nard Smith [13]が提案した進化的安定な戦略の定義を
行う.

定義 2.1 x ∈ ∆ が進化的に安定な戦略(Evolutionary

Stable Strategy, ESS) であるとは, どのような戦略
y 6= x に対しても, ある ǭy ∈ (0, 1) が存在し, すべ
ての ε ∈ (0, ǭy) について次の不等式が成り立つことを
いう.

(2.1) u
[

x, εy +(1−ε)x
]

> u
[

y, εy +(1−ε)x
]

. ——

次の命題を示す際には, 利得に関する線形性を課してお
く必要がある.

命題 2.1 (Bishop and Cannings [2]) 進化的安定な戦

略は以下の条件と同値である.

(2.3) u(y, x) ≤ u(x, x), ∀y,

(2.4) u(y, x) = u(y, y) ⇒ u(y, y) < u(x, y),

∀y 6= x. ——

証明 ここで次のようなスコア関数 f : [0, 1] → R を考
える.

fy(ε) = u(x − y, εy + (1 − ε)x).

これは定義 2.1における (2.1)の左辺から右辺を引いた
ものである. 定義 2.1から 0 < ε < ε̄(y)においてスコ
ア関数の値が正でなければならない. またこれを次に
ように式変形する.

(2.5) fy(ε) = u(x − y, x) + εu(x − y, y − x)

よってこの関数が ε ∈ (0, ε̄(y)) の下で正となる条件を
導けばよいことになる.

1) ε = 0においてこの関数の切片が非負であること.

すなわち u(x − y, x) ≥ 0.

2) 仮に ε = 0において切片が 0であるならば, ε > 0

において関数のグラフの傾きが正であること. すなわち

u(x−y, x) = 0ならば, u(x−y, y−x) = u(x−y, y) > 0

であることである.

以上から u(x − y, x) ≥ 0 は u(x, x) ≥ u(y, x), また
u(x − y, y) > 0 は u(x, y) > u(y, y)となる. �

よってこの命題からも分かるように, ESSはNash均
衡条件と, 漸近安定条件の 2つから成っていることが分

図 1: 戦略 y に対して評価された戦略 xのスコア関数
f .

かる.

次に ESS集合の構造について調べる.(Haigh [6]) こ
こである混合戦略 xiにおいて正の確率が割り当てられ
た純粋戦略の集合を xi の台(support)と呼び, 次のよ
うに書く.

C(xi) = {h ∈ Si : xih > 0}.

命題 2.2 x ∈ ∆ESS であり, かつある戦略 y 6= x に対
して C(y) ⊂ C(x) ならば, y /∈ ∆NE .

証明 x ∈ ∆ESS とし, ある戦略 y 6= x に対し C(y) ⊂

C(x) とする. このとき x ∈ ∆NE により u(y, x) =

u(x, x) であり, (2.4) により, u(x, y) > u(y, y). した
がって, y /∈ ∆NE . �

この命題は意味するところは, ひとつの ESSの台は,

別の ESSの台を含まないということである.

系 2.2.1 集合 ∆ESS ⊂ ∆ は有限である. もし x ∈

∆ESS∩ int(∆) ならば∆ESS = {x}.

この系は意味するところは, もし ESSが内点でなら
ば, それはそのゲームのただひとつの ESSである. さ
らに (有限ゲームでは) 有限個の台の集合しか存在しな
いので, ESSの数はいつも有限である.

次にこの ESSと第 1節で定義した均衡との関係を考
察する.
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命題 2.3 x ∈ ∆ が弱支配されているならば, x /∈

∆ESS .

証明 弱支配されている戦略がESSであるとする. x ∈

∆NE は y ∈ ∆により弱支配されているとする. その

とき y は xに対しての最適応答で, 弱支配しているの
で, u(y, y) ≥ u(x, y)が得られる. しかし xは命題 2.1

の第 2条件に反するので, 矛盾. �

系 2.3.1 x ∈ ∆ESS ならば, (x, x) ∈ ΘPE .

証明 もし戦略 xが進化的に安定ならば,プロファイル
(x, x) ∈ Θ は支配されない Nash均衡である. 命題 1.4

から 2人ゲームでは, どんな支配されないNash均衡も
完全である. �

命題 2.4 x ∈ ∆ESS ならば, (x, x) ∈ ΘNE はプロパー
均衡である.

証明 van Damme [4]を参照されたい.

2.2 ESSの特徴づけ

ここではESSを特徴づける. まずHofbauer, et al. [7]

が定義した一様侵入障壁と局所的優越を取り上げる.

ESSの定義において, 侵入障壁 ε̄y は可変であった. こ
こではより限定して, 侵入障壁が一様な場合を取り上げ
る.

定義 2.2 x ∈ ∆ が一様侵入障壁(uniform invasion

barrier) をもつとは, 全ての戦略 y 6= x とあらゆる
ε ∈ (0, ε̄) に対して, 不等式 (2.1)が成り立つようなあ

る ε̄ ∈ (0, 1) が存在することをいう.

これに関連した命題を証明する前に, 任意の与えられ
た x ∈ ∆ESS に関して, その侵入障壁 b(y) を次のよう
に定義する. すなわち, x 以外の任意の戦略 y に対す
る侵入障壁 b(y) とは, 不等式 (2.1) の定義に現れる ε̄y

の上限値である. 形式的には次のようである.

(2.6) b(y) = sup{δ ∈ [0, 1] : f(ε, y) > 0, ∀ε ∈ (0, δ)}

命題 2.5 x ∈ ∆ESS であるための必要十分条件は, x

が一様侵入障壁をもつことである.

証明 必要条件は,すべての戦略 y 6= xについて, ε̄y = ε̄

と選ぶことで, ESSの定義から直ちに得られる. 十分
条件については, 以下のように示される. x ∈ ∆ESS

とする. また, Zx ⊂ bd(∆) を x を含まない ∆ の全
ての境界面の合併とする. すなわち, Zx = {z ∈ ∆ :

ある i ∈ C(x) に対して zi = 0}. さらに障壁関数
b : Zx → [0, 1] を上記の (2.6) で定義する.

いま y ∈ Zx をひとつ固定し, (2.5)で定義されスコ
ア関数 f(·, y)を考える. x ∈ ∆ESS なので, f(ε, y) = 0

を満たす ε は高々ひとつである. それをここでは ε0 と
表そう. ε0 ∈ (0, 1) のケースでは, u(x − y, x − y) 6= 0

であり, よって b(y) = ε0 = u(x− y, x)/u(x− y, x− y)

である. それ以外のケースでは b(y) = 1 である. こ
れらのことから容易に確認できるように, bは連続関数
である. bは正であり, 集合 Zx がコンパクトなので,

min
y∈Zx

b(y) > 0 が存在する.

すべての y ∈ Zx については所望の結果を得たの
で, 次に, y ∈ ∆ かつ y 6= x なる y について考え
る. このとき, ある z ∈ Zx と λ ∈ (0, 1] が存在して,

y = λz + (1 − λ)x である. このことは b(y) ≥ b(z) を
意味する. なぜなら,

f(ε, y) = u(x − y, (1 − ελ)x + ελz) = λf(ελ, z).

したがって, b(y) = min{b(z)/λ, 1} ≥ b(z)(> 0) であ
る. �

ESSとは全てにおいて, 突然変異戦略よりも利得が
高いということを示していたが, ここでは ESSが近傍
において, 突然変異戦略よりも利得が高い場合を次のよ
うに定義する.

定義 2.3 x ∈ ∆ が局所的優越(locally superior) であ
るとは, それがある近傍 U をもち, U の中のすべての
y 6= x に対し u(x, y) > u(y, y) が成り立つことをいう.

命題 2.6 x ∈ ∆ESS であるための必要十分条件は, x

が局所的優越となることである.

証明 まず必要条件を示す. U ⊂ Rk を x の近傍とし,

すべての y 6= x, y ∈ ∆ ∩U について u(x, y) > u(y, y)

が成り立つとする. このとき, 任意の z 6= x, z ∈ ∆ に
ついて,ある ε̄z ∈ (0, 1)が存在して,全ての ε ∈ (0, ε̄z),

w = εz + (1 − ε)x ∈ U が成り立つようにすることが
できる. よって仮定より, u(x, w) > u(w, w) である. u

の双線形性より

u(w, w) = εu(z, w) + (1 − ε)u(x, w),

なので, u(x, w) > u(w, w) ⇔ 0 > u(z, w) − u(x, w).

よって x ∈ ∆ESS である.

次に十分条件を示すために, x ∈ ∆ESS とし, ε̄ ∈
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(0, 1) をその一様侵入障壁, Zx ⊂ bd(∆) を命題 2.5と
同様に, xを含まない ∆ の全ての境界面の合併とする.

さらに,

V = {y ∈ ∆ : y = εz + (1 − ε)x ある z ∈ Zx と
ε ∈ [0, ε̄) に対して }

とする. Zx は xを含まない閉集合なので, xのある近
傍 U ⊂ Rk で U ∩ ∆ ⊂ V となるものが存在する. い
ま y 6= x, y ∈ ∆ ∩ U とする. このとき, y ∈ V であり,

よって命題 2.5により u(z, y) < u(x, y) となる. ただ
し zは V の定義に示されたものである. uの双線形性
によって, この不等式は u(y, y) < u(x, y) と同値であ
る. �

次にMaynard Smith [14]で導入した中立安定を紹介
する.

定義 2.4 x ∈ ∆ が中立安定(neutrally stable, NSS)

であるとは, 各戦略 y ∈ ∆ に対して, ある ε̄y ∈ (0, 1)

が存在し, すべての ε ∈ (0, ǭy) に対して次の不等式が
成立することをいう.

(2.8) u
[

x, εy + (1 − ε)x
]

≥ u
[

y, εy + (1 − ε)x
]

この定義は進化的安定性が同等, またはより高い利
得を得る突然変異戦略が存在しないことを要求してい
るのに対し, 中立安定性は既存の戦略よりも高い利得
(適応度)を得るような突然変異体が存在しないことを
要請する.

命題 2.7 任意の x ∈ ∆ に対して, 次の 3つの条件は

同値である.

a. x ∈ ∆NSS .

b. x は一様弱侵入障壁を持つ.

c. x は局所的弱優越である.

Swinkels [21]が提案した REEという概念を取り上
げる. 進化的安定性の概念には, 突然変異戦略につい
て何の制限もない. ここでは侵入後集団の中で最適と
なるような突然変異戦略, いわゆる均衡侵入に対して
のみ, 頑健性を要求する. 既存戦略を x ∈ ∆, 突然変異
戦略を y ∈ ∆, 変異の集団シェアを ε とすると, 侵入
後混合戦略は w = εy + (1 − ε)x ∈ ∆ である. このと

き, もし y が w に対する最適反応ならば, y は均衡侵
入者(equilibrium entrant)と呼ばれる.

定義 2.5 戦略 x ∈ ∆ が, 均衡侵入に対して頑健で
ある(robust against equilibirum entrants, REE)とは,

ある ε̄ ∈ (0, 1) が存在し, 全ての y 6= x と ε ∈ (0, ε̄) に

対して, 次の条件 (2.12) が成立することをいう.

(2.12) y /∈ β∗[εy + (1 − ε)x].

命題 2.8 ∆ESS ⊂ ∆REE ⊂ ∆NE .

証明 x ∈ ∆REE としよう. また REEの定義の ε̄を用
いて, ε ∈ (0, ε̄) とする. 対応 α : ∆ → ∆ を α(y) =

β∗((1 − ε)x + εy) で定義する. このとき α(y) ⊂ ∆ に
対して非空, 閉, かつ凸である. β∗ は上半連続なので,

αもまた上半連続である. したがって, 角谷の不動点定
理により, ある yが存在し, y ∈ α(y) である. x は均衡
侵入者に対して頑健であるから y = x である. しかし,

そのとき x ∈ α(x) = β∗(x) であり, よって x ∈ ∆NE .

�

命題 2.9 x ∈ ∆ が均衡侵入に対して頑健であるなら
ば, (x, x) ∈ ΘNE はプロパーである.

2.3 発展 : 適応力学系との関連

この節はWeibull [23]には掲載していないが, ゲー
ムを無限戦略の集合が無限の場合に拡張し, Nash均衡,

ESS, CSSとの関係を調べる. そのために純粋戦略が無
限個存在する場合を考える (Eshel [3]).

仮定. 純粋戦略は無限集合であり,その実現可能集合U

は有界閉集合 (コンパクト)であるとする. ——

仮定. 利得関数 F (qi, qj)は qi, qj 共に 2回微分可能で
ある. ——

定義. 戦略 quが連続的に安定な戦略(Continuously Sta-

ble Strategy, CSS) であるとは, (1) ESSである, (2) 任
意の qv について |qu − qv| < ε を満たすような ε > 0

が存在し, 任意の qi について |qv − qi| < η を満たすよ
うな η > 0 が存在し, 次の関係を満たすときをいう.

F (qv, qi) > F (qi, qi)

if and only if |qv − qu| < |qi − qu|. ——

(2)の条件を収束安定性 (Convergence Stability, CS)

と呼ぶこともある.平衡点 q∗i からずれているとき q∗i よ
り q∗i に近い突然変異戦略が必ず侵入できる. したがっ
て戦略は突然変異戦略の侵入と置換の繰り返しによっ
て平衡点 q∗i に近づく.

命題. q̂i が ESSであるための必要条件は, 次の条件を
満たすときである.
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(i)
∂

∂qj

F (qj , q̂i)
∣

∣

∣

qj=q̂i

= 0,

(∗) (ii)
∂2

∂q2
j

F (qj , q̂i)
∣

∣

∣

qj=q̂i

≤ 0. ——

証明 この条件は利得関数が極大であるための必要条件
である. �

命題.

(i) ESS qi が qi = qj = q̂i において, CSS となる必
要条件は, 次の条件を満たすときである.

(∗∗)
∂2F

∂qi∂qj

+
∂2F

∂q2
i

≤ 0.

(ii) ESS q̂i がCSSであるための十分条件は, (∗), (∗∗)

の等号を除いたものが成り立つことである. ——

証明 Eshel [3], Theorem 1を参照されたい. �

よって ESSと CSの関係からを次のような表 1 に分
類することができる.

場合分け (∗∗) not (∗∗)

(∗) (i)漸近安定 (ii)Lyapunov安定

not (∗) (iii) (iv)不安定

表 1

(i):到達可能で安定に維持される平衡である. (iv):不
安定な平衡状態である. (ii): ESSだが CSではない平
衡状態は, もし最初からその平衡状態にあれば, 安定で
あるが, 最初にその平衡状態から少しでもずれている
と, ますますずれる方向に突然変異体の侵入と置換が
起きる. (iii): ESSでないがCSである平衡状態であり,

戦略の 2極分化など興味深い現象が指摘されている.

3. Replicator方程式
この節では進化ゲーム理論におけるReplicator方程

式を取り上げる. ESSは動学的なプロセスにおける安
定した状態を直感的に定式化したものであった. この
Replicator方程式は動学的なプロセスを明示的に与え
るものである. ここでは主にWeibull [23]の第 3, 4, 5

章に対応している.

3.1 導出

Nash均衡には 2つの解釈があったが,このReplicator

方程式にも複数の解釈の仕方が存在する. まず数理生
物学でよく用いられている解釈から述べる. ここでは

大人数の主体がおり, それらがランダムにマッチして,

ゲームを行う状況を考える.

ここで t期の戦略のシェアを xi(t) =
pi(t)

P (t)
, i ∈ N と

置く. ただし P をこのゲームに参加している全人口と
する. pi を戦略 iを採用している人の数である. また
gi を人口 pi(t)における成長率とする. そこで xi の変

動 : xi(t + ∆t) =
pi(t + ∆t)

P (t + ∆t)
を考える.

xi(t+∆t) =
xi(t + ∆t)P (t + ∆t)

P (t + ∆t)
=

(1 + gi)xi(t)P (t)

P (t + ∆t)

=
[1 + gi

1 + ḡ

]

xi(t), ḡ =

N
∑

i=1

xigi.

次に xi(t)を両辺から引くと次が得られる.

xi(t+∆t)−xi(t) = xi(t)
[1 + gi

1 + ḡ
−1
]

= xi

[1 + gi − 1 − ḡ

1 + ḡ

]

= xi

[gi − ḡ

1 + ḡ

]

.

ここで∆t → 0とすると, 次が得られる.

ẋi = xi(gi − ḡ).

これがReplicator方程式と呼ばれているものである.

これは戦略 iの利得が平均期待利得よりも高いならば,

各主体は模倣する (replicate)ことにより, 戦略 iを採
用する人が多くなることを意味している. さらには戦
略 i を採用している人が多ければ, 各主体は模倣する
(replicate)ことにより,その戦略 iを採用されやすくな
るという外部性も存在する. これ以外にも Replicator

方程式の導出法は存在する. 例えば数理生物学で使わ

れる Lotka-Volterra方程式から導出する方法も存在す
る.3)

またこの方程式において,平衡点はNash均衡となり,

ESSとなるのは漸近安定な Nash均衡の場合をいう.

3.2 2 × 2 対称 2人ゲーム

ここでは対称 2人ゲームを取り上げる. 対称 2人ゲー
ムとは, ゲームを行うプレイヤー同士の利得関数が等し
い場合を言う. つまり A = AT の場合である.

一般的な利得関数は次のように置くことができる.

A =

(

a11 a12

a21 a22

)

.

各主体の戦略 2, 戦略 1を採用した場合に得ることがで
きる利得を基準化すると, 次が得られる.4)

3) dpi

dt
= (r + ui(x))pi から Replicator 方程式を導出する. まず

戦略のシェアを表す関係式 pi(t) = xi(t)P (t) を時間 t によって微
分し, 先ほどの式に代入し, 式変形すると導出することができる.

4)戦略 1を採用している人の頻度を x1 と置くと, Replicator方程
式は ẋ1 = {g1 − ḡ}x1 =

˘

a11x1 +a12x2 −
`

x1(a11x1 +a12x2)+
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A′ =

(

a11 − a21 0

0 a22 − a12

)

=

(

a1 0

0 a2

)

.

ただし a1 = a11 − a21, a2 = a22 − a12.

ここで a1, a2の符号によって, 4つの場合に場合分けす
ることができる. つまりここではこの方程式の安定性
を調べていることになる.5)

I, IV a1 と a2 が反対の符号であるときESSは唯一で
ある. a1 > 0, a2 < 0の場合非ジレンマ型, a1 < 0, a2 >

0の場合囚人のジレンマ型と呼ばれている.

II a1, a2 が共に正のとき, このゲームには ESSは 2つ
存在し, コーディネーション型と呼ばれる.

III a1, a2 が共に負のとき, このゲームには純粋戦略
の ESSは存在しないが, 混合戦略の ESSが存在し, タ
カ=ハト型と呼ばれる.

証明 混合戦略の適応度は次のようになる.

u(x, y) = λa1y1 + (1 − λ)a2y2 =
a1a2

a1 + a2

またすべての y 6= x に対して, 次を得る.

u(y, y) = a1y
2
1 + a2y

2
2

よってこれらから大小を比較すると,

u(x, y)−u(y, y) = −(a1+a2)
(

y1−
a2

a1 + a2

)2

> 0

よって純粋戦略のESSは存在せず,混合戦略のみがESS

である. �

またこの場合のReplicator方程式は次のように置く
ことができる. ここで各主体が戦略 1を採用する頻度
を x1 とする.

ẋ1 = {a1x1 − a2x2}x1x2

(3.9) = x1(1 − x1)
{

(a1 + a2)x1 − a2

}

.

x2(a21x1+a22x2)
´¯

= x1{(1−x1)(a11x1+a12x2)−x2(a21x1+
a22x2)} = x1x2{(a11x1 + a12x2) − (a21x1 + a22x2)} =
x1x2{(a11 − a21)x1 − (a22 − a12)x2}, と変形することができる.
ここで a1 = a11 − a21, a2 = a22 − a12 と置けば, (3.9) と同値に
なる.

5)対称 2人ゲームの安定性は, Potential 関数を導入すれば容易に
分かる.

U(x1) = a1+a2

4
x4
1 − a1+2a2

3
x3
1 + a2

2
x2
1 + C.

ただし C は積分定数とする. この関数の形状によりどの戦略が安定
であるのかが分かる.

3.3 2 × 2 非対称 2人ゲーム

前節では, 対称 2人ゲームを取り扱った. ここでは
A 6= AT の非対称 2人ゲームを取り上げる. (5.2.2)

ここでの各主体の利得はu1(x, y) = x·Ay, u2(x, y) =

y · BT x と置く. よってここでの Replicator方程式は
対称 2人ゲームと同様に次のように置くことができる.

ただし xh, yh はそれぞれ戦略 h, k を採用する頻度を表
している.

ẋh = [eh ·Ay − x ·Ay]xh, ẏk = [ek ·BT x− y ·BT x]yk.

ここで 2× 2のゲームにおいて, 各主体は次のような一
般的な利得表に置かれているとする.

A =

(

a1 0

0 a2

)

, B =

(

b1 0

0 b2

)

.

ただし a1 = a11 − a21, a2 = a22 − a12, b1 = b11 − b12,

b2 = b22 − b21.

このときのReplicator方程式は次のように変形するこ
とができる. 各プレイヤーが戦略 1を採用する確率を
それぞれ x1, y1とおく.

ẋ1 = (a1y1 − a2y2)x1x2, ẏ1 = (b1x1 − b2x2)y1y2,

ただし x2 = 1 − x1, y2 = 1 − y1.

非対称 2人ゲームも対称 2人ゲームと同様に, 特徴
的なゲームの分類分けを行うことができる.

I, IV (非ジレンマ, 囚人のジレンマ) ⇔ a1a2 < 0

II (コーディネーション型) ⇔ a1 > 0, a2 > 0,

III (タカ=ハト型) ⇔ a1 < 0, a2 < 0,

これ以外のものについては, Jacobi行列を用いて安定
性分析を行うのが一般的である.

4. 取り上げていない事項
非協力ゲームでは展開形ゲーム理論,不完備情報ゲー

ム [18], 進化ゲーム理論においては,確率的進化ゲーム
理論 [24]などがある.
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